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Capitolo 1

Segnali e Sistemi

I concetti di segnale e di sistema sono presenti in un'ampia gam ma di discipline e cam-
pi applicativi. Le idee e i metodi sviluppati attorno a questi concetti giocano un ruolo
importante in diverse aree scienti�che e tecnologiche come l e telecomunicazioni, la proget-
tazione di circuiti, il controllo di processi industriali, l'acustica, l'elaborazione del parlato,
l'ingegneria biomedica. Sebbene la natura �sica dei segnali e dei sistemi possa essere dif-
ferente, essi hanno in comune due caratteristiche essenziali. I segnali, che sono grandezze
dipendenti da una o più variabili temporali o spaziali, cont engono informazione riguar-
do lo stato di qualche fenomeno, mentre i sistemi rispondono a sollecitazioni dovute a
qualche segnale producendo a loro volta segnali o qualche comportamento desiderato. Le
tensioni o le correnti (funzioni del tempo) in ingresso e in u scita a un circuito elettrico
sono esempi di segnali, mentre il circuito stesso è un esempio di sistema, così come un
sistema è la fotocamera che cattura la luce ri�essa dagli oggetti inquadrati e impressiona
con un'immagine.

Le principali problematiche che si affrontano nello studio d ei sistemi sono quelle di
analisie di disegnoo progettazione. L'analisi riguarda lo studio di caratteristiche del compor-
tamento di un dato sistema, il disegno si propone di identi�care , se esiste, un sistema che
esibisca un dato comportamento. Un esempio è costituito dalla p rogettazione di sistemi
per estrarre o ripristinare informazione danneggiata: il ca so tipico è quello della comuni-
cazione affetta da rumore in cui è richiesto lo sviluppo di si stemi in grado di correggere
eventuali errori.

In questo capitolo vengono introdotte le nozioni di base rigua rdanti segnali e siste-
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2 Segnali e Sistemi

mi. Viene presentata una semplice tassonomia dei tipi di segnale: continui/discreti,
deterministici/probabilistici.

Il comportamento di un sistema viene descritto attraverso l a relazione ingresso-
uscita. Vengono poi introdotte due importanti classi di sist emi: sistemi linearie sistemi
tempo-invarianti. In particolare, si mostra che il comportamento di un sistem a lineare
tempo-invariante (LTI) è univocamente individuato dalla ris posta del sistema al segnale
impulsivo.

Limitatamente ai sistemi LTI, vengono discusse le nozioni di ca usalità e stabilità; vie-
ne in�ne introdotta e analizzata la classe dei sistemi a temp o discreto caratterizzati da
equazioni alle differenze lineari.

1.1 Segnali e Informazione

Si può pensare ad un segnalecome una grandezza �sica che varia con il tempo, lo spazio
o una qualsiasi variabile indipendente. Più in generale esso è un'entità contenente qualche
tipo di informazione che può essere estratta, trasmessa o elaborata. Segnali di particolare
interesse nella vita quotidiana sono: segnali del parlato, che si incontrano anche in telefonia
e radio; segnali video e immagini; suoni e musica, riproducib ili ad esempio da un lettore
di CD; segnali biomedici, come elettrocardiogrammi e radio gra�e.

Sul piano matematico, un segnale è rappresentato da una funzione g = f (x), dove:

� g denota una variabile (dipendente) sui valori di una grandez za �sica o chimica
(corrente, tensione, pressione, concentrazione di molecole e così via).

� x denota una variabile (indipendente) sui valori di un vettor e di coordinate,
generalmente spaziali o temporali.

� f denota la relazione funzionale che associa ad ogni valore di x il corrispondente
valore della grandezza �sica g.

In Figura 1.1 è mostrato un esempio di segnale acustico. Esso è identi�cato dalla com-

p(t)

t

Figura 1.1 Segnale acustico.

plicata funzione p(t) il cui gra�co dà la pressione acustica, in un punto dello spazio , in
funzione del tempo t. Segnali che hanno il tempo come variabile indipendente si di cono
segnali temporali, e ad essi è dedicata gran parte di questo libro.
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Un secondo esempio ci viene offerto dall'immagine monocromatic a di Figura 1.2, iden-
ti�cata dalla funzione L(x, y), che dà la luminosità in funzione delle due coordinate spazia li
(x, y).

1L(x ,y )1

0

y

x

y1

x1

Figura 1.2 Immagine monocromatica.

Un segnale è un mezzo per veicolare informazione; l'informazio ne convogliata dal
segnale può essere comunicata e utilizzata a scopo di previsione e controllo.

Esempio 1.1.1.

Si consideri un modello sempli�cato di comunicazione vocal e umana: supponiamo che
Tizio voglia comunicare a Caio un concetto codi�cato in una f rase w (informazione).
Possiamo riconoscere i seguenti passi:

1. Tizio genera un segnale acusticop1(t) che veicola l'informazione w.

2. Il segnale p1(t) si propaga nell'aria (canale) e può essere contaminato dal rumore
dell'ambiente.

3. Caio riceve un nuovo segnale p2(t), da cui estrapolare l'informazione w; la
possibilità di ricostruire l'informazione dipende dalla “ ridondanza” con cui
l'informazione viene veicolata dal segnale e dal “livello” di rumore dell'ambiente.

Facendo astrazione dall'esempio precedente, in Figura 1.3 viene presentato un semplice
modello di comunicazione a distanza.

Rumore

+CANALE
Codifica

Informazione

SegnaleInformazione
Sorgente

DSP
InformazioneSegnale rumoroso

Figura 1.3 Canale con rumore.
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I metodi per l'elaborazione dei segnali assumono oggi grande rilievo, poiché la capacità
di elaborare o trasmettere informazioni per via automatica è u na caratteristica importante
dell'attuale società. L'elaborazione dei segnali trovano fec onde applicazioni nelle due aree
principali:

1. trasmissione, ricezione e memorizzazione ef�ciente ed af�dabile dei segnali nelle
telecomunicazioni;

2. estrazione di informazione da segnali rumorosi con tecni che di riconoscimento di
forme, per previsione e controllo.

1.2 Classi�cazione dei Segnali

Il mondo che ci circonda è in gran parte basato su segnali analogici: il tempo, le coordinate
spaziali, grandezze �siche come l'intensità della luce e del suono assumono valori continui.
I nostri organi sensori traducono i segnali analogici in segna li elettrici; questi vengono ana-
lizzati dal cervello che prende decisioni estraendo le info rmazioni veicolate. Va segnalato
che in questo processo la maggior parte dei segnali ambientali vi ene riconosciuta come
rumore di fondo e �ltrata.

D'altro lato, la tecnologia digitale assume oggi grande rili evo per la sua �essibilità nelle
applicazioni; è dunque ragionevole pensare di utilizzare q uesta tecnologia per l'elabora-
zione dei segnali. Il mondo analogico è tuttavia distante da quello digitale: un elaboratore
lavora su una scala di tempi discreta, scandita dal clock, ed inoltre i valori che può as-
sumere una grandezza trattata digitalmente sono �niti. La t rattazione digitale dei segnali
richiede dunque la soluzione di due problemi di rilievo:

1. interfacciare il mondo analogico con quello digitale;

2. dotarsi di strumenti per trattare numericamente segnali r umorosi.

A questo riguardo, è utile introdurre una semplice classi�c azione di segnali in segnali
continui e discreti, segnali deterministici e probabilistic i.

Segnali Continui e Discreti

Generalmente un segnale può essere descritto da una funzione f : A ! B, dove gli in-
siemi A e B sono sottoinsiemi di spazi vettoriali di dimensione �nita Rm; i valori di A si
riferiscono usualmente a coordinate spaziali e/o temporali, mentre quelli in B denotano
valori assunti da grandezze �siche come pressione, tensioni , correnti. Consideriamo qui
per semplicità segnali temporali del tipo y = f (t). Abbiamo i seguenti casi:

1. La variabile t assume valori reali oppure valori in un sottoinsieme discreto di numeri
reali (ad esempio i multipli interi di t ).

Nel primo caso il segnale sarà detto a tempo continuo, nel secondo atempo discreto. Ad
esempio, campionando il segnale a tempo continuo f (t) agli istanti nt si ottiene il
segnale a tempo discreto f (nt ).

2. La variabile y assume valori reali oppure valori in un sottoinsieme �nito di n umeri
reali (ad esempio i 2m numeri codi�cabili in notazione binaria con m bit).
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Nel primo caso il segnale sarà detto a valori continui, nel secondo a valori �niti . Ad
esempio, indicando con sgn(x) la funzione segno (sgn(x) = 1 sex > 0, sgn(x) =  1
se x < 0) il segnale sgn( f (t)) risulta essere a valori �niti.

Potremo di conseguenza classi�care i segnali in:

� segnali a valori continui e tempo continuo, detti anche segnali analogici;

� segnali a valori continui e tempo discreto;

� segnali a valori �niti e tempo continuo;

� segnali a valori �niti e tempo discreto, detti anche segnali digitali.

In Figura 1.4 sono illustrati vari tipi di segnale.

(a)

(c)

(b)

(d)

f (t)

t

f (t)

t

f (n)

nn

f (n)

Figura 1.4 (a) Segnale a valori �niti e tempo continuo. (b) Segnale continuo a tempo
continuo. (c) Segnale a valori �niti e tempo discreto. (d) Segnale continuo
a tempo discreto.

Riguardo ai segnali digitali, è opportuno precisare che essi sono ottenuti mediante cam-
pionamento regolare di segnali analogici dove si suppone �s sato il passo di campiona-
mento t e i campioni vengono ricavati ad istanti che sono multipli in teri n t di t , con
 ¥ < n < ¥ .

De�nendo tempo normalizzatoil rapporto t/ t , un segnale digitale può essere espresso in
funzione del tempo normalizzato n t / t = n in cui vengono ricavati i campioni:

x(n) = f (t/ t ) j t= n t .

Sono svariate le ragioni per le quali si è interessati ai segnali digitali: l'elaborazione
digitale è molto più versatile di quella analogica, grazie so prattutto alla memorizzazione
del segnale su memorie �nite; molti sistemi di comunicazion e sono basati (per numerose
ragioni) sulla trasmissione di segnali digitali; l'uscita di app arati digitali e sensori che mi-
surano grandezze �siche è rappresentata da segnali digitali ; algoritmi e strategie complesse
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di elaborazione di segnali, così come il controllo di sistem i �sici, richiedono hardware pro-
grammabile general porpuse o specializzato (computer o digi tal signal processor); molta
parte dell'elettronica di consumo è digitale (CD, DVD, MP3).

1.2.1 Segnali Notevoli

Prima di introdurre alcuni segnali fondamentali, richiami amo tre semplici trasformazioni
di segnali ottenute per cambio di variabile.

Le trasformazioni che consideriamo sono: il ritardo temporal e (traslazione), il cambio di
scala (scalatura) e l' inversionetemporale, come riportato in Figura 1.5.

(a)

(c)

(b)

t0

x(t)

0

x( t)

x(t)

10

x(t)

0 t0 t

x(t  t0)

0

x(at)

t1
a

0t

t

t

Figura 1.5 (a) Segnale d'ingresso ritardato. (b) Segnale d'ingresso compresso. (c)
Segnale d'ingresso invertito.

1. Fissato un tempo t0, la traslazione trasforma il segnale f (t) nel segnale f (t  t0), che
rappresenta lo stesso segnale ritardato di t0.

2. Fissato un numero realea > 0, la scalatura trasforma il segnale f (t) nel segnale f (at).
L'effetto che si ottiene in questo caso è quello di una compressione lineare (se a > 1)
o di un allungamento o rilassamento lineare (se a < 1).

3. L'inversione temporale trasforma il segnale f (t) nel segnale f ( t) che rappresenta il
segnale col tempo invertito.

Naturalmente, le trasformazioni date sopra sono estese anche ai segnali discreti in cui
la variabile indipendente discreta n rappresenta gli istanti di tempo n t associati a segnali
campionati con periodo t .

1. Fissato un intero n0, la traslazione trasforma il segnale x(n) nel versione ritardata
x(n  n0).
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2. Fissato un numero a = k o a = 1/ k, con k intero, la scalatura trasforma il segnale
x(n) nel segnale x(an). Se a = k ciò che si ottiene è un segnale in cui si preleva
un campione di x(n) ogni k campioni, eliminando quelli intermedi (decimazione); se
invece a = 1/ k si ottiene un segnale in cui i campioni di x(n) vengono “ridistribuiti”
su istanti multipli di k (interpolazione).

3. L'inversione temporale trasforma il segnale x(n) nel segnale x( n) che rappresenta
il segnale col tempo invertito.

Impulso Rettangolare

L' impulso rettangolare unitariorect(t) è de�nito come:

rect(t) =

(
1, sejt j < 1

2

0, sejt j > 1
2

ed è mostrato in Figura 1.2.1(a). In Figura 1.2.1(b) è invece mostrato il gra�co di

(a)

A

 1
2 t

1

t0

(b)

t0  T
2 tt0 + T

2

rect(t)

1
2

A rect( t t0
T )

Figura 1.6 (a) Segnale impulso rettangolare unitario. (b) Impulso rettangolare traslato
e riscalato.

A rect( t t0
T ), un rettangolo di altezza A, baseT e traslato in t0.

Gradino Unitario

Il gradino unitario u(t) è de�nito come:

u(t) =

(
1, set > 0

0, set < 0
(1.1)

e mostrato in Figura 1.2.1(a). Il gradino traslato in t0, è invece de�nito da:

u(t  t0) =

(
1, set > t0

0, set < t0

e il gra�co è riportato in �gura 1.2.1-(b).
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(b)

tt0

1

u(t  t0)

t0

1

u(t)

(a)

Figura 1.7 (a) Segnale gradino unitario. (b) Gradino traslato in t0.

v(t)

V

T t0 2T T

Figura 1.8 Segnale dente di sega.

Esempio 1.2.1.

Un segnale molto usato in elettronica, per esempio per contr ollare la tensione del campo
elettrico che dirige il fascio di elettroni del tubo catodic o (CRT), è il cosiddetto segnale
dente di sega, illustrato in Figura 1.8. L'equazione che descrive un impu lso per 0 < t < T
di questo segnale è:

vT(t) =
V
T

t[u(t)  u(t  T)] =
V
T

t rect
�

1
T

�
t  

T
2

��
.

Poiché il segnale è periodico di periodo T, è utile de�nire il segnale nell'intervallo
T < t < 2T come traslazione di vT(t), ossia:

vT(t  T) =
V
T

(t  T) rect
�

1
T

�
t  

3T
2

��
.

In modo analogo, il k-esimo impulso, de�nito per kT < t < (k + 1)T, è dato da:

vT(t  kT) =
V
T

(t  kT) rect
�

1
T

�
t  

(2k + 1)T
2

��
.

L'equazione precedente vale per valori interi di k sia positivi sia negativi, quindi
l'equazione complessiva che de�nisce il segnale v(t) in �gura risulta:

v(t) =
+ ¥

å
k=  ¥

vT(t  kT).

Impulso Unitario

La funzione impulso unitario(o delta di Dirac) d(t) non è matematicamente descrivibile
mediante una funzione, ma necessita del concetto di “distri buzione” per essere de�nita.
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Derogando al rigore matematico, essa può essere pensata come un rettangolo di base “in-
�nitesima” D e di altezza “in�nita” 1

D , in modo che l'area sottostante
R+ ¥

 ¥ d(t)dt sia 1. Essa
non è quindi una funzione nel senso di Dirichelet, e sarà detta funzione generalizzata: infatti,
poiché la funzione è illimitata quando D tende a zero, ha senso dire ched(t) = 0 set 6= 0 e
non ha senso dire ched(0) = + ¥ dato che ¥ non è un numero.

Intuitivamente l'impulso d(t) può essere pensata come limite (per D ! 0) di una
sequenza di funzioni non negative pD(t), dove pD(t) è nulla al di fuori dell'intervallo
[ D/2, D/2 ] e tale che

R+ ¥
 ¥ pD(x)dx = 1. Un esempio è mostrato in Figura 1.9(a): qui

la funzione impulso è de�nita come il limite di un impulso ret tangolare:

d(t) = lim
D! 0

1
D

rect
�

t
D

�
.

La delta di Dirac viene rappresentata con una freccia vertic ale di altezza (o peso) 1 come
in Figura 1.9(a). In Figura 1.9(b) viene invece mostrato l'impu lso Ad(t  t0) di ampiezza A
e che “occorre” al tempo t = t0.

1
D

t

(b)

A

t0t

(a)

0 t

d(t)

1

rect( t
D )

 D
2

D
2

Ad(t  t0)

Figura 1.9 (a) Impulso unitario o delta di Dirac. (a) Impulso di ampiezza A traslato
in t = t0.

Come detto, la de�nizione della funzione impulso non è matem aticamente rigorosa e,
di norma, si preferisce descrivere la funzione di Dirac in base a lle sue proprietà.

Formalmente, essa assume un senso preciso solo se è all'interno di un integrale, da cui
si ricava la seguente de�nizione:

hf , di =
Z + ¥

 ¥
f (t)d(t)dt = f (0),

dove hf , di denota il prodotto scalare tra f (�) e sotto l'ipotesi che la funzione f (�) sia
continua intorno allo zero. Segue naturalmente che, se f (�) è continua in t = t , allora:

Z + ¥

 ¥
f (t)d(t  t )dt = f (t )

ed anche: Z + ¥

 ¥
f (t )d(t  t )dt = f (t).
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Informalmente, la delta di Dirac soddisfa le proprietà:

d(t  t ) = 0 se t 6= t ,

f (t)d(t  t ) = f (t )d(t  t ),

d(at) =
1

jaj
d(t),

Z + ¥

 ¥
d(t  t )dt = 1.

Nella teoria dei segnali, sono molteplici gli usi che si fa de lla funzione impulsiva; i due
principali sono: lo studio dei sistemi lineari tempo invarian ti e il campionamento ideale.

Per i sistemi lineari vale il principio di sovrapposizione de gli effetti, in virtù del quale, se
si scompone il segnale in ingresso in opportuni segnali elem entari (come la delta di Dirac)
e si conosce la risposta del sistema a tali segnali, è banale calcolare la risposta all'intero
segnale in ingresso, semplicemente come sovrapposizione delle risposte ai singoli segnali
elementari. Questo principio verrà enunciato più avanti nel capitolo, quando si darà la
de�nizione di sistema e sue proprietà.

Il campionamento rappresenta la selezione del valore di un segnale in un determinato
istante di tempo. Questo modello basato sulla delta di Dirac, detto anche campionamento
ideale, oltre a fornire le basi per la giusti�cazione matemat ica del teorema del campio-
namento (come vedremo nel Capitolo 4), approssima bene il comportamento reale di un
sistema campionatore analogico-digitale che si presenta in molte applicazioni di interesse
pratico.

Impulso e Gradino Discreto

Due segnali discreti che giocano un ruolo determinante nell o studio di sistemi a tem-
po discreto sono l'analogo discreto della delta di Dirac e del g radino unitario, denotati
rispettivamente con d(n) e u(n) e illustrati in Figura 1.10.

(b)(a)

u(n)

n

d(n)

n

1
1

 3  2  1 0 1 2 3 . . .. . .3210 1 2 3. . . . . .

. . .

Figura 1.10 (a) Impulso discreto. (b) Gradino discreto.

L' impulso unitario discretoè de�nito da:

d(n) =

(
1, sen = 0

0, sen 6= 0
,

mentre il gradino unitario discretoè dato da

u(n) =

(
1, sen � 0

0, sen < 0
.
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I seguenti programmi presentano una implementazione MATLAB de lle funzioni im-
pulso e gradino unitario, de�nite su un intervallo temporal e �nito e illustrate nella Figura
1.11.

Matlab

 !"#$%&" '()"* + ,-.)/)"01

2 345!67&8 (-"1 + (-"9"01) . :+ ")"0 :+ /

2 (8 7;<".6;

2 "8 $;45%

" + .8/=

( + -"9"01++0=

 !"#$%&" '()"* + !-.)/)"01

2 >?.,%"& !"%$.?%&8 (-"1 + !-"9"01) . :+ ")"0 :+ /

2 (8 7;<".6;

2 "8 $;45%

" + .8/=

( + -"9"01@+0=

•10 •5 0 5 10
•1

•0.5

0

0.5

1

1.5

2
Impulso unitario d(n)

•10 •5 0 5 10
•1

•0.5

0

0.5

1

1.5

2
Gradino unitario u(n)

Figura 1.11 Funzioni Matlab per impulso e gradino unitari.

1.2.2 Segnali Deterministici e Probabilistici

Supponiamo di avere una sorgente, cioè una “scatola nera” che, opportunamente solleci-
tata, produca un segnale f (t). Questo ci permette di riprodurre il segnale f (t) in modo
deterministico: una sollecitazione alla sorgente produrrà sempre lo stesso segnale. Questo
termine è anche utilizzato per dare risalto al fatto che tutt i i valori passati, presenti e futuri
del segnale sono noti senza incertezza alcuna.

Esistono tuttavia situazioni in cui il precedente modello no n risulta adeguato. Per
esempio in molti casi non c'è un modo univoco per rappresentare u na informazione con
un segnale: la stessa parolaw sarà realizzata in diversi modi da diverse persone o ad-
dirittura dalla stessa persona in diverse circostanze. Analog amente, il rumore prodotto
dal passaggio di automobili su una strada pubblica non è modell abile da una sorgente
deterministica.

In questi casi potremo solo costruire una sorgente che, sollecitata, produce una realiz-
zazione r scelta arbitrariamente in un insieme di realizzazioni possib ili R, dando luogo al
segnale f (t, r) (non determinismo): va da sé che il trattamento di segnali prodotti da sorgenti
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non-deterministiche è soggetto a pesanti margini di incertez za. Fortunatamente, è spesso
possibile assegnare la probabilità che la scatola, sollecitata, produca una data realizzazione:
parleremo in questi casi di segnali probabilisticio stocastici. In questa situazione, i margini
di incertezza permangono, ma almeno è possibile darne una quanti�cazione.

Il bagaglio matematico necessario per lo studio di detti seg nali, con particolare riguar-
do alla modellazione del rumore, è fornito dalla teoria dell a probabilità e dei processi
stocastici, i cui fondamenti verranno richiamati nei Capit oli 9, 10 e 11.

1.3 Sistemi per l'Elaborazione dei Segnali Deterministici

Un sistema �sico è un apparato che, ricevendo in ingresso un segnale dà in uscita un nuovo
segnale. Più in astratto, diremo che un sistema è un

processo per il quale esiste una relazione di ingresso-uscita o anche di causa-effetto.

Per quanto concerne questa trattazione, la causa è rappresentata dal segnale d'ingresso,
l'effetto dal segnale di uscita e la relazione da un insieme di e quazioni che forniscono un
modelloper il sistema. In Figura 1.3 è data una rappresentazione gra�ca d i un sistema che,
avendo in ingresso il segnale f (t), dà in uscita il segnale g(t); si dice anche cheg(t) è la
risposta del sistema Sall'ingresso f (t) e si scrive

g(t) = S[ f (t)],

dove S[�] rappresenta una trasformazionee non una funzione in senso stretto, ossia un pro-
cesso o un insieme di operazioni volte a trasformare il segnale d'ingresso f (t) nel segnale
d'uscita g(t).

Uscita

Sistema
Ingresso

g(t)f (t) S

Figura 1.12 Diagramma a blocchi di un sistema a tempo continuo.

Una de�nizione analoga vale anche per i sistemi a tempo discre to e, in tal caso,
denoteremo la relazione ingresso-uscita con il digramma a blocchi in Figura 1.3.

Uscita

Sistema
Ingresso

x(n) y(n)S

Figura 1.13 Diagramma a blocchi di un sistema a tempo discreto.

Indicando con F 1 l'insieme dei possibili segnali d'ingresso e con F 2 l'insieme dei
possibili segnali d'uscita, allora la legge di trasformazione

S : F 1 ! F 2,

fornisce una caratterizzazione completa del comportamento del sistema nel dominio del
tempo, oggetto di studio in questo capitolo e che precede lo studio dei sistemi nel dominio
delle frequenze che sarà l'oggetto principale del prossimi c apitoli.
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Esempio 1.3.1.

Si consideri il circuito elettrico di Figura 1.14. Il segnale di ingresso è rappresentato

vc(t)

i(t)

Cvi (t)

R

Figura 1.14 Circuito RC.

dalla tensione vi (t) fornita dal generatore mentre la risposta o segnale di uscit a è rap-
presentato dalla tensione vc(t) ai capi del condensatore. Le regole che permettono di
stabilire la relazione tra segnale d'ingresso e d'uscita sono date di seguito:

vi (t) = Ri(t) + vc(t), (1.2)

dove R è la resistenza ei(t) la corrente che attraversa il circuito;

q(t) = Cvc(t), (1.3)

dove C e q(t) sono rispettivamente la capacità e la carica del condensatore.

La relazione tra la corrente i(t) e la carica q(t) è invece data da:

i(t) =
dq(t)

dt
= C

dvc(t)
dt

. (1.4)

Eliminando i(t) e q(t) in (1.2), (1.3) e (1.4), si ottiene la seguente equazione differenziale
che crea una relazione tra l'ingresso e l'uscita:

vi (t) = RC
dvc(t)

dt
+ vc(t).

Si osservi che la precedente equazione differenziale ammette, �ssato l'ingresso vi (t),
in�nite soluzioni. Per identi�care univocamente il compor tamento del sistema occor-
re aggiungere quindi ulteriori richieste: un esempio è quel la di causalità, come sarà
discusso in seguito.

Esempio 1.3.2.

Un importante esempio di sistema è il Campionatoredi periodo t (o equivalentemente a
frequenza di campionamento Fs = 1

t , illustrato in Figura 1.15. Esso trasforma il segnale
a tempo continuo f (t) nel segnale a tempo discreto f (nt ). In Sezione 4.1 sarà affrontato
l'importante problema di determinare condizioni per cui il segnale f (t) è ricostruibile
a partire dal segnale campionato f (nt ).
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Campionatore

f (t)

t 2t . . . n0

f (nt )

t

t

Figura 1.15 Sistema campionatore.

Esempio 1.3.3.

Dato un insieme �nito V = f x1, . . . ,xmg di numeri, consideriamo la funzione Q che ad
ogni reale x associa l'elemento in V più vicino ad x, cioè:

Q(x) = arg min
xk2V

jx  xkj.

Il sistema quantizzatore associa al segnalef (t) il segnale Q( f (t)) . Esso riceve in ingres-
so un segnale continuo e restituisce un segnale a valori �nit i. Un esempio di quantiz-
zatore a 2 valori f 1,  1g è dato dal sistema g(t) = sgn( f (t)) mostrato in Figura 1.16.

a 1 bit
Quantizzatore

t

Q( f (t))

t

f (t)

Figura 1.16 Sistema quantizzatore a 1 bit.

Esempio 1.3.4.

Questo esempio mostra come sia possibile trattare numericamente sistemi operanti su
segnali analogici. Si consideri il sistema integratore, che associa ad un segnale analogico
f (t) il segnale integrale g(t) dato da:

g(t) =
Z t

 ¥
f (x)dx.

Supponiamo ora di aver campionato l'ingresso f (t) ottenendo il segnale a tempo discre-
to f (nt ). Il problema è quello di determinare un sistema, che chiamere mo integratore
numerico, che avendo in ingresso f (nt ) dia una risposta S[nt ] che sia una buona ap-
prossimazione di g(t), cioè S[nt ] � g(nt ). A questo proposito ci può essere d'aiuto la
regola di Eulero per approssimare g(t) mediante la somma di aree di rettangoli (vedi
Figura 1.17). Vale allora:

g(nt ) =
Z nt

 ¥
f (x)dx =

Z (n 1)t

 ¥
f (x)dx +

Z nt

(n 1)t
f (x)dx

� g((n  1)t ) + t f ((n  1)t ).
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... ...
(n  1)t

f (t)

tnt (n + 1)t

Figura 1.17 Regola di approssimazione dell'integrale di f (t).

Con i limiti introdotti dall'approssimazione, si ricava la seguente equazione lineare alle
differenze:

g(nt ) = g((n  1)t ) + t f ((n  1)t ),

che esprime la relazione tra il segnale campionato f (nt ) e quello di uscita g(nt ). Il
sistema così ottenuto è un �ltro IIR, al cui studio è dedicato il Capitolo 8.

Le nozioni precedenti si possono estendere al caso di sistemi con più ingressi e più
uscite, come illustrato in Figura 1.18.

S
gm(t)fn(t)

f1(t)... ...
g1(t)

Figura 1.18 Sistema con più ingressi e più uscite.

Esempio 1.3.5.

Il sistema Somma riceve in ingresso due segnali f (t) e h(t) e restituisce il segnale
g(t) = f (t) + h(t).

g(t)+
f (t)

h(t)

Figura 1.19 Sistema somma.

1.3.1 Composizionalità nei Sistemi

I sistemi “complessi” sono quelli costituiti da un gran numero di sistemi “semplici”; per
poter trattare con sistemi complessi, è di grande importanza r iuscire a comprenderne il
comportamento di un sistema a partire da quello delle sue “com ponenti elementari”. Un
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approccio che rende agevole questo obbiettivo è quello modu lare: si introducono esplicita-
mente operazioni che trasformano due o più sistemi in un nuovo sistema, e la costruzione
di un sistema complesso viene ottenuta applicando queste operazioni a sistemi semplici.

Senza pretesa di voler essere nemmeno lontanamente esaurienti, introduciamo in que-
sta sezione le operazioni di composizione sequenziale(o cascata), composizione parallelae
retroazione, mostrando su esempi la capacità di astrazione fornita dall'app roccio modulare.

Composizione sequenziale o cascata. Dati due sistemi S1 : F 1 ! F 2 e S2 : F 2 ! F 3, la
loro composizione è il sistema S3 : F 1 ! F 3 ottenuta ponendo in ingresso a S2 la
risposta di S1.

Composizione parallela. Dati due sistemi S1 : F 1 ! F 2 e S2 : F 1 ! F 2, la loro com-
posizione parallela è il sistema che ha come risposta la somma delle risposte di S1 e
S2.

Retroazione. Dati due sistemi S1 : F 1 ! F 2 e S2 : F 2 ! F 3, il sistema ottenuto per
retroazione è il sistema S3 che ha su ingresso f una uscita g ottenuta ponendo in
ingresso a S1 la differenza tra f e la risposta di S2 a g.

Le operazioni introdotte sono illustrate in Figura 1.20.

(a) (b) (c)

•

+
f f fS1 S2

S1

S2

S1

S2

ggg

Figura 1.20 (a) Cascata. (b) Composizione parallela. (c) Retroazione.

La composizione parallela e la retroazione non sono sempre de�nite; ad esempio, per-
ché si possa de�nire la composizione parallela deve succedere che la somma di due segnali
in F 2 sia ancora un segnale inF 2.

Esempio 1.3.6.

Conversione analogico-digitale. Dalla composizione sequenziale di un campionatore e
di un quantizzatore si ottiene un convertitore analogico di gitale (ADC), che trasforma
un segnale analogico in un segnale digitale (vedi Figura 1.21).

Campionatore Quantizzatore

ADC

f (t) x(n)

Figura 1.21 Conversione analogico-digitale.
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Esempio 1.3.7.

Elaborazione digitale di segnali analogici e trasmissione di segnali digitali. Un conver-
titore analogico-digitale (ADC) è un sistema che trasforma , in modo approssimativa-
mente fedele, segnali analogici in segnali digitali.

L'operazione inversa è compiuta dal convertitore digitale -analogico (DAC): esso trasfor-
ma un segnale digitale in un segnale analogico. Gli ADC e i DAC realizzano dunque
l'interfaccia tra il mondo analogico e quello digitale e sar anno oggetto di studio nel
Capitolo 4. La composizione sequenziale presentata in Figura Figura 1.22 modella il
trattamento di segnali analogici con programmi eseguiti da un elaboratore digitale,
mentre quella presentata in Figura 1.23 modella la trasmissione a distanza di segnali
digitali utilizzando un supporto analogico.

Elaboratore DAC

Programma

ADCf (t) g(t)

Figura 1.22 Elaborazione di segnali analogici.

ADC DACx(n) x(n)

Figura 1.23 Trasmissione di segnali su supporto analogico.

Esempio 1.3.8.

Il controllo digitale di un dispositivo analogico richiede, dato un sistema analogico da
controllare (controllato), di determinare un opportuno sistema digitale ( controllore) tale
che l'interazione tra i due sistemi permetta di ottenere una relazione ingresso-uscita
desiderata. Nella Figura 1.24 viene rappresentato un semplice modello per il controllo
digitale di un dispositivo analogico; una tipica applicazi one è quella del controllo mo-
tore. L'algoritmo di controllo riceve in ingresso un segnal e digitale di errore; il segnale
d'uscita viene trasformato in analogico e processato dal sistema controllato. L'uscita
del sistema controllato, convertita in digitale, viene pos ta in retroazione concorrendo
alla formazione del segnale di errore.

1.3.2 Spazi Vettoriali di Segnali

Dati due segnali f1(t) e f2(t), la loro sommaè il segnale f (t) ottenuto dalla sovrapposizione
di f1(t) e f2(t) così de�nito:

f (t) = f1(t) + f2(t).
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Algoritmo di
controllo

Dispositivo
controllato

Ingresso
analogico

Uscita
analogica

ADC

ADC

segnale di
errore

DAC
+

!

Figura 1.24 Modello di controllo digitale di dispositivi analogici.

Dato il segnale f1(t) e un numero reale a, il prodottodi f1(t) per lo scalare a è il segnale
f (t) ottenuto ampli�cando f (t) di un fattore a, cioè f (t) = a f1(t). L'operazione di somma
è commutativa e associativa; il segnale ovunque nullo 0 è tale che f (t) + 0 = f (t); inoltre
per il segnale f (t) esiste il segnale opposto  f (t) che soddisfa f (t)  f (t) = 0.

Dati due scalari a e b vale inoltre che:

a(b f(t)) = ab f(t)

a( f1(t) + f2(t)) = a f1(t) + a f2(t)

Ne segue che l'insieme dei segnali, dotato delle operazioni sopra de�nite, forma uno spazio
vettoriale.

Data una famiglia f f1(t), . . . , fr (t)g di segnali, la somma pesata

f (t) = a1 f1(t) + a2 f2(t) + � � � + ar fr (t) =
r

å
k= 1

ak fk(t)

è detta combinazione lineare; essa rappresenta la sovrapposizione (pesata) dei segnali
f1(t), . . . , fr (t). Introducendo opportune nozioni di limite, questa operazi one può essere
estesa ad in�niti segnali, dando senso a espressioni del tipo:

+ ¥

å
k=  ¥

ak fk(t).

Data una famiglia di segnali f f1(t), . . . , fr (t)g, diremo che un segnale f (t) è linearmen-
te dipendentedalla famiglia f f1(t), ..., fr (t)g se esso può essere ottenuto come combina-
zione lineare dei segnali della famiglia; altrimenti viene d etto linearmente indipendenteda
f f1(t), . . . , fr (t)g.

Sia F un sottospazio vettoriale di segnali contenente la famiglia f f1(t), . . . , fr (t)g; se
ogni segnale f (t) 2 F si può ottenere come combinazione lineare di segnali della fam iglia
f f1(t), . . . , fr (t)g, cioè se:

f (t) =
r

å
k= 1

ak fk(t)

allora f f1(t), . . . , fr (t)g è detto insieme di generatoridi F .
Inoltre, se succede che togliendo alla famiglia f f1(t), . . . , fr (t)g un qualsiasi suo elemen-

to, il nuovo insieme non è più in grado di generare F , allora diremo che f f1(t), . . . , fr (t)g
costituisce una baseper F . Questo è equivalente a richiedere che ogni elemento di fk(t) sia
linearmente indipendente dai restanti. Se f fk(t)g è una base perF si può dimostrare che
per ogni f (t) 2 F esiste una sola sequenza di coef�cienti ak tali che:

f (t) =
r

å
k= 1

ak fk(t).
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Dato un segnale f (t) 2 F e una basef fk(t)g per F risulta allora che f (t) è biunivo-
camente individuato dalla sequenza dei coef�cienti ak. Introducendo opportune nozioni
di limite, la nozione di base può essere estesa a basi con in�niti elementi. Questo porta a
de�nire il seguente fondamentale problema.

Problema di analisi. Data una base f f1(t), . . . , fk(t), . . .g per uno spazio di segnali F , e
un segnale f (t) 2 F , determinare i coef�cienti a1, . . . ,ak, . . . tali che:

f (t) = å
k

ak fk(t).

Si osservi che i coef�cienti a1, . . . ,ak, . . . permettono di ottenere una rappresentazione al-
ternativa di f (t). Come può essere calcolata allora la sequenza di coef�cienti ak? Una
soluzione semplice ed ef�cace al problema di analisi esiste n el caso di basi ortogonali.

Per introdurre tale nozione supponiamo che sia de�nito un pr odotto interno (prodotto
scalare) tra segnali, cioè un'operazione che ad ogni coppia di segnali f1(t) e f2(t) associa
un numero reale ( f1(t), f2(t)) in modo che:

1. se f (t) non è il segnale nullo, allora ( f (t), f (t)) > 0;

2. (a f1(t) + b f2(t), g(t)) = a( f1(t), g(t)) + b( f2(t), g(t)) .

Esempio 1.3.9.

Consideriamo lo spazio vettoriale Rn formato da n-uple di numeri reali, cioè Rn =
f (x1 . . . ,xn)jxk 2 Rg, con le operazioni:

(x1, ...,xn) + ( y1, ...,yn) = ( x1 + y1, ...,xn + yn)

a(x1, ...,xn) = ( ax1, ...,axn)

Dati due elementi x = ( x1, . . . ,xn) e y = ( y1, . . . ,yn), l'operazione

(x, y) =
n

å
i= 1

xiyi

è un prodotto interno. Ricordando che kxk =
p

(x, x) è la lunghezza del vettore x
(norma euclidea), è possibile mostrare che:

(x, y) = kxk � kyk � cosq,

dove q è l'angolo tra il vettore x e y.

Esempio 1.3.10.

Per segnali continui de�niti sull'intervallo [0, 1] la seguente operazione è un prodotto
interno:

( f (t), g(t)) =
Z 1

0
f (t)g(t)dt.

Per i segnali a tempo discreto (con opportune condizioni che garantiscono la conver-
genza) la seguente operazione è un prodotto interno:

( f (n), g(n)) =
+ ¥

å
k=  ¥

f (k)g(k).
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Una base f f1(t), . . . , fk(t), . . .g è detta ortogonalese 8i 6= j risulta:

( fi (t), f j (t)) = 0

Da esempio 1.3.9, infatti il prodotto interno è 0 se l'angolo q tra i vettori è tale che cos(q) =
0, cioè i vettori sono perpendicolari. Possiamo a questo punto enunciare l'importante
risultato:

Fatto 1.1. Sef f1(t), . . . , fk(t), . . .g è una base ortogonale per uno spazio di segnaliF , allora ogni
segnale f(t) 2 F è tale che:

f (t) = å
k

ak fk(t),

dove

aj =
( f (t), f j (t))
( f j (t), f j (t))

.

Dimostrazione.Poiché:

( f (t), f j (t)) =

 

å
k

ak fk(t), f j (t)

!

= å
k

ak( fk(t), f j (t)) = aj ( f j (t), f j (t)) ,

ricavando aj , si ottiene il risultato.

Se in una base ortogonalef f1(t), . . . , fk(t), . . .g vale ulteriormente che ( f j (t), f j (t)) = 1
per ogni j, la base viene dettaortonormale. Per basi ortonormali, il Fatto 1.1 si specializza
come segue:

Fatto 1.2. Sef f1(t), . . . , fk(t), . . .g è una base ortonormale per uno spazio di segnaliF , allora ogni
segnale f(t) 2 F è tale che:

f (t) = å
k

ak fk(t),

dove
aj = ( f (t), f j (t)) .

Esempio 1.3.11.

Nello spazio dei segnali a tempo continuo, l'insieme delle f unzioni impulso (delta di
Dirac) f d(t  x) : x 2 Rg, presentata nella Sezione 1.2.1, rappresenta una base per i
segnali a tempo continuo. Infatti ogni segnale f (t) può essere espresso come combi-
nazione lineare generalizzata di impulsi dove il coef�cien te moltiplicativo di d(t  x) è
proprio f (x), ovvero:

f (t) =
Z ¥

 ¥
f (x)d(t  x)dx.

Quanto detto si può dimostrare osservando per prima cosa che f (t)d(t  x) = f (x)d(t  
x), poiché d(t  x) = 0 per x 6= t. Allora:

Z + ¥

 ¥
f (x)d(t  x)dx =

Z + ¥

 ¥
f (t)d(t  x)dx = f (t)

Z + ¥

 ¥
d(t  x)dx = f (t).
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Esempio 1.3.12.

Per quanto riguarda lo spazio dei segnali x(n) a tempo discreto (con la condizione
aggiuntiva che å + ¥

n=  ¥ x2(n) < ¥ ). Il segnale impulso unitario d(n) è il segnale che
vale 1 per n = 0 e 0 altrimenti, cioè:

d(n) =

(
1, n = 0

0, n 6= 0

Si può osservare che la famiglia dei segnali

f . . . ,d(n + k), . . .d(n + 1), d(n), d(n  1), d(n  2), . . . ,d(n  k), . . .g

cioè f d(n  k)jk 2 Zg, è una base per lo spazio dei segnali a tempo discreto. Si osservi
infatti che d(n  k) = 1 se n = k, altrimenti d(n  k) = 0. Preso allora un qualsiasi
segnalex(n), vale:

x(n) =
¥

å
k=  ¥

x(k)d(n  k).

Ne segue che ogni segnale è esprimibile come combinazione lineare dei segnali d(n  k)
( ¥ < k < ¥ ). Per i segnali a tempo discreto un'utile nozione di prodotto interno è la
seguente:

(x(n), y(n)) =
¥

å
n=  ¥

x(n)y(n).

Si osserva immediatamente che la basef d(n  k)jk 2 Zg è una base ortogonale. Infatti:

(d(n  k), d(n  k)) =
¥

å
n=  ¥

d2(n  k) = 1,

se invecek 6= j, vale che:

(d(n  k), d(n  j)) =
¥

å
n=  ¥

d(n  k)d(n  j) = 0.

La nozione di combinazione lineare può essere estesa a un numero �nito di segnali e,
attraverso opportune nozioni di limite, anche ad in�niti seg nali:

n

å
k= 0

ak fk(t) = a0 f0(t) + � � � + an fn(t),

¥

å
k= 0

ak fk(t) = lim
n! ¥

n

å
k= 0

ak fk(t),

Z 1

0
a(x) f (x, t)dx = lim

n! ¥

n

å
k= 0

1
n

a
�

k
n

�
f

�
k
n , t

�
.

1.3.3 Sistemi Lineari

Una fondamentale sottoclasse di sistemi è quella dei sistemi lineari:

De�nizione 1.1. SianoF 1 eF 2 due spazi lineari di segnali. Un sistemaS : F 1 ! F 2 è lineare
se

S[ f (t) + g(t)] = S[ f (t)] + S[g(t)],

S[a f(t)] = aS[ f (t)].
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Questa classe di sistemi possiede l'importante proprietà di sovrapposizione: se l'ingresso
consiste di una somma pesata di diversi segnali, la risposta del sistema è la sovrapposizione
(cioè la somma pesata) delle risposte del sistema ai singoli segnali d'ingresso.

La proprietà di sovrapposizione ovviamente vale per sistemi continui quanto per siste-
mi discreti. Ad esempio è semplice mostrare dalla de�nizione d i linearità che se xk(n),
k = 1, 2,� � � sono segnali di ingresso di un sistema con risposta yk(n), k = 1, 2,� � � , allora
la risposta alla combinazione lineare di questi segnali

x(n) = å
k

akxk(n) = a1x1(n) + � � � + akxk(n) + � � �

è

y(n) = å
k

akyk(n) = a1y1(n) + � � � + akyk(n) + � � � .

Esempio 1.3.13.

La modulazione di ampiezza MA di un segnale f (t) è realizzata moltiplicando f (t) per
A coswt, cioè:

MA ( f (t)) = A coswt � f (t).

Essa è descritta da un sistema lineare, infatti:

MA (a f(t) + bg(t)) = A coswt � (a f(t) + bg(t))

= aAcoswt � f (t) + bA coswt � g(t)

= a � MA ( f (t)) + b � MA (g(t))

Esempio 1.3.14.

Fissata una famiglia di funzioni M (t, x), con x 2 R, il sistema

S[ f ] =
Z ¥

 ¥
M (t, x) f (x)dx

è un sistema lineare, come si può veri�care direttamente.

Esempio 1.3.15.

La modulazione di fase MF di un segnale f (t) è descritta dal sistema

MF( f (t)) = r cos(wt + f (t)) .

Poichè in generale cos(wt + ( f + g)) 6= cos(wt + f ) + cos(wt + g), MF non è un sistema
lineare.
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Sia l'insieme di vettori f a1, . . . ,ang una base per lo spazio per il sistema lineare S. Allora
esso è univocamente de�nito conoscendo le risposte del sistema sugli elementi di una base.
Infatti, per ogni ingresso x, dove x è ottenuto come combinazione lineare x = å i ai ai vale:

S[x] = S

"

å
i

ai ai

#

= å
i

aiS[ai ].

Conoscendo quindi S[ai ] per ogni i, riusciamo a conoscereS[x] per tutti i segnali x dello
spazio.

Queste considerazioni, introdotte per spazi a base �nita, poss ono essere estese (con
qualche precauzione) a spazi più generali: per esempio la “base” indicizzata su un continuo
per segnali a tempo continuo e una base numerabile per segnali a tempo discreto.

Abbiamo visto come il comportamento di un sistema lineare sia u nivocamente de�nito
dalla risposta del sistema su una base. Vediamo ora come questo risultato possa essere
specializzato nel caso di sistemi lineari per segnali a tempo continuo. Vale il seguente:

Fatto 1.3. SeS è un sistema lineare per segnali a tempo continuo, allora

S[ f (t)] =
Z ¥

 ¥
f (x)M (t, x)dx,

dove M(t, x) è la rispostaS[d(t  x)] del sistema all'impulsod(t  x).

Dimostrazione.

S[ f (t)] = S
� Z + ¥

 ¥
f (x)d(t  x)dx

�
=

Z + ¥

 ¥
f (x)S[d(t  x)]dx =

Z + ¥

 ¥
f (x)M (t, x)dx.

essendoM (t, x) la funzione risposta del sistema S alla funzione impulsiva d(t  x).

Un risultato analogo vale per segnali a tempo discreto:

Fatto 1.4. SeS è un sistema lineare per segnali a tempo discreto, allora

S[x(n)] =
¥

å
k=  ¥

x(k)M (n, k),

dove M(n, k) è la rispostaS[d(n  k)] del sistema all'impulso unitario al tempo k.

1.3.4 Sistemi Tempo-Invarianti

Un'altra importante classe di sistemi è quella dei sistemi tempo-invarianti, per i quali una
traslazione temporale nel segnale di ingresso produce una identica traslazione temporale
nel segnale di uscita. Più precisamente:

De�nizione 1.2. Un sistemaS : F 1 ! F 2 è tempo-invariante quando per ogni ingresso f(t), se
g(t) = S[ f (t)] allora g(t  t0) = S[ f (t  t0)], per ogni t0.
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Esempio 1.3.16.

Il circuito RC di Figura 1.14 è un esempio di sistema tempo-invariante se i valori di R
e C restano costanti nel tempo; infatti è semplice veri�care ch e per il segnale vi (t  t0)
vale:

dvc(t  t0)
dt

+
1

RC
vc(t  t0) =

1
RC

vi (t  t0)

Tale sistema è quindi lineare e tempo invariante.

Un test per dimostrare l'invarianza temporale è offerto dalla s eguente identità

g(t) j t t0 = g(t)
�
�
� f (t t0) , (1.5)

posto che la funzione g(t) sia espressa come funzione esplicita di f (t). Sistemi �sici di
questo tipo hanno caratteristiche (struttura, massa, temperatura, ecc.) che non variano nel
tempo e che quindi risponderanno allo stesso modo in ogni ista nte passato, presente e
futuro.

Esempio 1.3.17.

La modulazione di ampiezza MA data da:

MA ( f (t)) = r cos(wt) � f (t).

risulta essere un sistema lineare ma non tempo invariante. In fatti

MA ( f (t  t0)) = r cos(wt) � f (t  t0) 6= r cos(w(t  t0)) � f (t  t0).

Esempio 1.3.18.

Si consideri la funzione gradino unitario u(t) de�nita nella Sezione 1.2.1. Il circuito
sogliatore è descritto dal sistema S[ f (t)] = u( f (t)) . Tale sistema è tempo-invariante
ma non lineare, come si veri�ca immediatamente.

Se S è un sistema lineare tempo-invariante (LTI), il suo comportame nto è completa-
mente individuato dalla sua risposta alla funzione impulsiv a d(t). Infatti:

Fatto 1.5. SeS è un sistema lineare tempo-invariante, allora

S[ f (t)] =
Z ¥

 ¥
f (x)h(t  x)dx,

dove h(t) è la rispostaS[d(t)] del sistema all'impulsod(t).

Dimostrazione.Poichè il sistema è lineare vale:

S[ f (t)] = S
� Z ¥

 ¥
f (x)d(t  x)dx

�
=

Z ¥

 ¥
f (x)S[d(t  x)]dx.

Essendo inoltre tempo-invariante, se h(t) = S[d(t)] allora h(t  x) = S[d(t  x)], e quindi

S[ f (t)] =
Z ¥

 ¥
f (x)h(t  x)dx.
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Un risultato analogo vale per sistemi a tempo discreto:

Fatto 1.6. SeS è un sistema lineare tempo-invariante, allora

S[x(n)] =
¥

å
k=  ¥

x(k)h(n  k),

dove h(n) è la rispostaS[d(n)] del sistema all'impulso unitario.

La legge che associa a due segnali a tempo continuof e h il segnale S[ f (t)] di Fatto 1.5
è detta prodotto (o integrale) di convoluzionedi f e h, ed è denotata da f � h:

( f � h)( t) =
Z + ¥

 ¥
f (x)h(t  x)dx. (1.6)

Analogamente per segnali a tempo discreto x(n) e h(n) viene de�nita la somma di
convoluzionecome:

(x � h)(n) =
¥

å
k=  ¥

x(k)h(n  k).

I precedenti risultati (Fatto 1.5 e Fatto 1.6), espressi in termini di convoluzione, asse-
riscono che la risposta di un sistema LTI a un dato segnale d'ingr esso è ottenuta dalla
convoluzione del segnale d'ingresso con la risposta del sistema all'impulso.

L'operazione di convoluzione gode di interessanti propriet à che si ri�ettono sull'analisi
di sistemi composti secondo le regole di interconnessione richiamate precedentemente.

La prima che esaminiamo è la proprietà commutativa, che si traduce nelle seguenti
espressioni:

f (t) � h(t) = h(t) � f (t) =
Z + ¥

 ¥
h(x) f (t  x)dx,

per il caso continuo e

x(n) � h(n) = h(n) � x(n) =
¥

å
k=  ¥

h(k)x(n  k).

per il caso discreto. Questa proprietà può essere veri�cata fa cilmente mediante un cambio
di variabile. Per esempio, nel caso continuo ponendo t = t  x nella (1.6), da cui x = t  t
e dx =  dt , si ha:

Z  ¥

¥
f (t  t )h(t )(  dt ) =

Z + ¥

 ¥
h(t ) f (t  t )dt = h(t) � f (t),

che, a patto di rinominare t con x, è uguale a f (t) � h(t) de�nito nella (1.6). Questo fatto
rende interscambiabile ingresso e risposta all'impulso, com e mostrato nel diagramma a
blocchi di Figura 1.25(a).

La proprietà associativaasserisce che la convoluzione di tre o più funzioni è indipen -
dente dall'ordine con cui è eseguita. Per esempio,

[ f (t) � h1(t)] � h2(t) = f (t) � [h1(t) � h2(t)] = f (t) � [h2(t) � h1(t)].

La proprietà, che puo essere dimostrata passando per la de�ni zione di convoluzione e un
opportuno cambio di variabili, è esempli�cata mediante il di agramma a blocchi in Figura
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1.25(b), in cui si deriva che la risposta all'impulso di due sist emi in cascata è data dalla
convoluzione delle singole risposte all'impulso: h(t) = h2(t) � h1(t) = h1(t) � h2(t).

In�ne, la proprietà distributiva è mostrata dalla seguente espressione:

f (t) � h1(t) + f (t) � h2(t) = f (t) � [h1(t) + h2(t)].

La dimostrazione si ricava direttamente dalla de�nizione di c onvoluzione:

f (t) � h1(t) + f (t) � h2(t) =
Z + ¥

 ¥
f (t )h1(t  t )dt +

Z + ¥

 ¥
f (t )h2(t  t )dt

=
Z + ¥

 ¥
f (t )[h1(t  t ) + h2(t  t )]dt

= f (t) � [h1(t) + h2(t)].

Due sistemi connessi in parallelo hanno risposta all'impulso uguale a quello di un sistema
avente come risposta all'impulso la somma delle due: h(t) = h1(t) + h2(t), come illustrato
dal diagramma in Figura 1.25(c).

(a)

(c)

(b)

f h1 h2 g

f

S1

S2

g

f h fgh

f h1 + h2

f h1 � h2

g

g

g

Figura 1.25 Proprietà della convoluzione e interconnessione di sistemi. (a)
Commutativa. (b) Associativa. (c) Distributiva.

1.3.5 Sistemi Causali e Stabili

Un'importante condizione per la realizzabilità �sica di un si stema per il trattamento di
segnali temporali è che esso siacausale. Intuitivamente,

un sistema si dice causale se ad ogni istante di tempo l'uscita dipende unicamente dai
valori dell'ingresso al tempo presente e ai tempi passati.

Per questo motivo un sistema causale viene anche detto nonanticipativo, nel senso che il
valore della risposta al tempo t non richiede la conoscenza dei valori dell'ingresso a tempi
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t0 > t. Come conseguenza, se due ingressi del sistema sono identici�no ad un certo istante
t0, le corrispondenti uscite devono essere uguali �no a quell'ista nte.

Con particolare riferimento ai sistemi lineari tempo-inva riante, diremo che

un sistemaS è causale se la sua risposta h(t) all'impulso è nulla per valori di t negativi,
cioè quando h(t) = 0 per t < 0.

In questo caso il prodotto di convoluzione diventa:

S[ f (t)] =
Z + ¥

0
h(x) f (t  x)dx.

Se un sistema LTI è causale, allora si può porre:

caso continuo:

S[ f (t)] =
Z t

 ¥
f (x)h(t  x)dx =

Z ¥

0
h(x) f (t  x)dx. (1.7)

caso discreto:

S[x(n)] =
n

å
k=  ¥

x(k)h(n  k) =
¥

å
k= 0

h(k)x(n  k). (1.8)

Un'altra nozione di interesse pratico è quella di stabilità. Ricordiamo che un segnale a
tempo continuo f (t) è detto limitato se esiste M > 0 tale che j f (t)j < M per ogni t. Allora
diremo che

un sistemaS è stabile (o BIBO, cioè Bounded Input Bounded Output) se trasforma
segnali limitati in segnali limitati.

I sistemi lineari tempo-invarianti stabili sono caratteriz zati da una semplice proprietà della
risposta all'impulso:

Fatto 1.7. Un sistema lineare tempo-invarianteS è stabile se e solo se, detta h(t) la risposta diS
all'impulso, vale che:

Z + ¥

 ¥
jh(t)jdt < + ¥ .

Dimostrazione.Supponiamo, per prima cosa, che
R+ ¥

 ¥ jh(t)jdt < + ¥ e dimostriamo che il
sistema è stabile. Sef (t) è limitata, cioè esiste M > 0 tale che j f (t)j < M per ogni t, allora
l'uscita del sistema su ingresso f (t) è il segnale g(t) tale che:

jg(t)j =
�
�
�
�

Z + ¥

 ¥
h(t ) f (t  t )dt

�
�
�
� �

Z + ¥

 ¥
jh(t )jj f (t  t )jdt � M

Z + ¥

 ¥
jh(t )jdt .

Questo implica che g(t) è limitato e quindi il sistema è stabile.

Supponiamo ora che
R+ ¥

 ¥ jh(t)jdt = + ¥ e dimostriamo che il sistema non è stabile.
Se poniamo infatti in ingresso al sistema il segnale f (t) = sgn(h( t)) chiaramente

limitato, l'uscita g(t) è tale che:

g(0) =
Z + ¥

 ¥
h(t ) f ( t )dt =

Z + ¥

 ¥
h(t ) sgn(h(t ))dt =

Z + ¥

 ¥
jh(t )jdt = + ¥ .

Il sistema non risulta quindi stabile.
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Per sistemi LTI che operano su segnali a tempo discreto vale un risultato analogo:

Fatto 1.8. Un sistema LTI è stabile se e solo se la risposta h(n) all'impulso unitario è tale che

+ ¥

å
n=  ¥

jh(n)j < + ¥ .

Poichè la risposta all'impulso h(n) di un �ltro FIR causale è tale che h(n) = 0 sen < 0
e n � q risulta:

+ ¥

å
n=  ¥

jh(n)j =
q 1

å
n= 0

jh(n)j < + ¥ ,

si può concludere che i �ltri FIR sono sistemi sempre stabili .

Esempio 1.3.19.

In questo esempio studiamo la risposta all'impulso del siste ma integratore (introdotto
nella Sezione 1.3.4), in cui l'output g(t) è l'integrale dell'input f (t):

g(t) =
Z t

 ¥
f (x)dx.

La risposta all'impulso di tale sistema è:

h(t) =
Z t

 ¥
d(x)dx =

(
0, t < 0

1, t > 0
,

vale a dire il gradino unitario u(t).

Impieghiamo ora questo risultato per calcolare la risposta d el sistema ai segnali
d'ingresso:

f (t) = atu(t), f (t) = e atu(t) a > 0,

che rappresentano rispettivamente la rampa e l'esponenziale negativa.

Per quanto riguarda la rampa, dalla (1.7) si ricava

g(t) = f (t) � h(t) = a
Z + ¥

 ¥
xu(x)u(t  x)dx = a

Z + ¥

0
xu(t  x)dx

e, visto che

u(t  x) =

(
0, x > t

1, x < t
,

possiamo concludere che l'uscita dell'integratore con in i ngresso la rampa è:

g(t) = a
Z t

0
xdx =

a
2

t2u(t).

Per quanto riguarda invece l'esponenziale, si ha

g(t) =
Z + ¥

 ¥
f (x)u(t  x)dx =

Z + ¥

 ¥
e axu(x)u(t  x)dx =

Z t

0
e atdt =

1
a

(1  e at)u(t),

il cui gra�co è mostrato Figura 1.26.
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t

g(t)

1
a

Figura 1.26 Risposta del sistema all'input f (t) = e atu(t).

Esempio 1.3.20.

Determinare l'output y(n) del sistema a tempo discreto LTI con risposta all'impulso

h(n) = anu(n), 0 < a < 1.

quando l'ingresso è il gradino unitario x(n) = u(n).

In questo caso u(n) e h(n) sono di durata in�nita e pertanto è utile eseguire la convo-
luzione mediante la formula å + ¥

k=  ¥ h(k)x(n  k). I segnali h(k) e x(k) (si noti che sono
espressi nella variabile k) sono mostrati in Figura 1.27(a,b). In particolare, il prodo tto di
x(t0  k) con h(t0  k) per valori di t0 < 0 dà il segnale identicamente nullo; al tempo 0
si ha invece il segnale y0(k) di Figura 1.27(c), ottenuto dal prodotto di x( k) con h(k);
al tempo 1 si ottiene il segnale di Figura 1.27(f), dato dal pr odotto di x(1  k) con h( k)
ecc..

Per quanto riguarda il segnale d'uscita y si ha:

y(0) = 1

y(1) = 1 + a

y(2) = 1 + a+ a2

. . .

y(n) = 1 + a+ a2 + � � � + an =
1  an+ 1

1  a

Per n < 0 invece il segnale è costituito da campioni nulli:

y(n) = 0, n < 0.

Un gra�co completo di detto segnale è illustrato in Figura 1. 27(g), nel caso in cui 0<
a < 1. Qui in particolare si nota il comportamento asintotico de i valori di y(n), dove
l'asintoto è rappresentato dalla somma della serie geometr ica di radice a, cioè

lim
n! ¥

y(n) =
1

1  a
.

IL seguente programma Matlab presenta l'esecuzione della convoluzione tra i due se-
gnali dati nell'Esempio 1.3.20 nel caso in cui le due sequenze siano �nite. Il risultato è
riportato nella Figura 1.28.

Matlab
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(f)

(a) (b)

(e)

(c) (d)

(g)

y1(k)

n. . . 1 3. . .

1

0 1 2 3 2

a

x(k)

n

1

 3  2  1 0 1 3 . . .. . .

. . .

h(k)

n. . . 1 3. . .

a3
a4

a2
a

1

0 1 2 3 2 2

n

1

 3  2  1 0 1 2 3 . . .. . .

. . .

n

1

 3  2  1 0 1 2 3 . . .. . .

. . .

y0(k)

n. . . 1 3. . .

1

0 1 2 3 2

x( k)

x(1  k)

n. . . 1 3. . . 0 1 2 3 2

. . .1

y(n)

1 + a+ a2

1 + a

1
1 a

Figura 1.27 Convoluzione di u(n) e h(n) = anu(n).
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Figura 1.28 Convoluzione svolta in Matlab.

1.4 Sistemi LTI Causali a Tempo Discreto

Nelle precedenti sezioni abbiamo presentato la fondamental e caratterizzazione del rappor-
to ingresso-uscita di sistemi LTI a tempo discreto mediante la somm a di convoluzione;
questo fatto ha contribuito a dare una rappresentazione comp leta della risposta del siste-
ma in termini di risposta all'impulso unitario. Abbiamo altresì mostrato come le proprietà
di causalità e stabilità siano rilevanti nell'analisi del com portamento globale di un dato
sistema.

Un ulteriore raf�namento nella classi�cazione dei sistemi a tempo discreto deriva dalla
durata della risposta all'impulso h(n) di sistemi causali: cioè durata �nita oppure in�nita .
Parliamo nel primo caso di sistemi FIR(Finite Impulse Response) e nel secondo caso disistemi
IIR (In�nite Impulse Response). Quindi un sistema FIR causale ha una risposta all'impulso
nulla tranne che all'interno di una �nestra temporale �nita, cioè h(n) = 0 per n � M
per un opportuno intero M, riducendo la somma di convoluzione generale alla seguente
espressione:

y(n) =
M  1

å
k= 0

h(k)x(n  k). (1.9)

Da notare che tali sistemi sono completamenti descritti dal ve ttore [h(0), . . . ,h(M  1)]
visto che rappresentano i coef�cienti nella combinazione li neare con i campioni di ingresso
x(n), . . . ,x(n  M + 1).
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Al contrario, i sistemi IIR hanno una risposta all'impulso de�n ita dalla somma di
convoluzione:

y(n) =
¥

å
k= 0

h(k)x(n  k)

dove la causalità è anche qui assunta ma tuttavia non necessaria. Anche in questo caso si
ha una combinazione lineare ove la risposta del sistema all'i mpulso rappresenta il peso da
attribuire ai valori del segnale, che però adesso sono in un nu mero in�nito, posto che l'u-
scita dipende dall'ingresso al tempo attuale x(n) e da tutti gli ingressi ai tempi precedenti
x(n  1), x(n  2), . . . .

I sistemi FIR fanno parte della più generale famiglia di sist emi detti non ricorsivi, perché
l'uscita al tempo n dipende solamente dall'ingresso al tempo n e ai tempi precedenti, la cui
uscita in generale è espressa da

y(n) = F[x(n), x(n  1), . . . ,x(n  M + 1)],

dove F è una funzione dei parametri x(n), . . . ,x(n  M + 1) che coincide con la combina-
zione lineare (1.9) quando il sistema è LTI.

I sistemi IIR invece, sono un sottoinsieme della famiglia dei sistemi ricorsivi o retroa-
zionati in cui l'uscita al tempo n è determinata da un numero �ssato di uscite ritardate,
dall'ingresso al tempo n e da ingressi ritardati:

y(n) = F[y(n  1), . . . ,y(n  N + 1), x(n), x(n  1), . . . ,x(n  M + 1)].

Una differenza fondamentale tra sistemi ricorsivi e sistemi n on ricorsivi, apprezzabile
in determinate applicazioni, è l'ordine con il quale possono es sere calcolati i vari valori di
uscita: nel primo caso si è vincolati a valutare in sequenza y(0), y(1), . . . ,y(n  1) prima di
ottenere y(n), mentre i secondi possono essere valutati in qualunque ordine (per es. y(103),
y(7), y(106)), perché y(n) dipende solo da un numero �ssato di ingressi. Un'altra question e
rilevante, che evidenzia una profonda differenza tra la natu ra dei sistemi FIR e IIR, è
quella relativa alla durata della risposta all'impulso; ess a ha ripercussioni sia sul piano
dell'analisi sia sul piano pratico, visto che la derivazione de lla risposta di sistemi IIR risulta
impraticabile se calcolata mediante la somma di convoluzion e perché può comportare l'uso
di un numero in�nito di locazioni di memoria, addizioni e mol tiplcazioni. Una domanda
quindi che si pone a questo punto è se sia possibile realizzare sistemi IIR con modalità
differenti da quella suggerita dalla somma di convoluzione.

Nella prossima sezione viene presentata una sottoclasse deisistemi ricorsivi (e quindi
anche non ricorsivi come sottocaso) per i quali la risposta all'i mpulso viene calcolata senza
passare attraverso la valutazione della convoluzione, molto utile soprattutto per i sistemi
IIR. Essa svolge un ruolo di primo piano nella realizzazione d i �ltri digitali, come vedremo
nel Capitolo 8.

1.4.1 Sistemi LTI Caratterizzati da Equazioni alle Differen ze

La classe di sistemi ricorsivi descritti da equazioni alle differenze lineari a coef�cienti costanti
ha la forma generale:

N

å
k= 0

aky(n  k) =
M

å
k= 0

bkx(n  k), (1.10)

dove N � M stabilisce ordine dell'equazione o del sistema, il tempo n � 0 e a0 = 1.
Al �ne di determinare y(n), occorre conoscerex(n) per tutti gli n � 0 e le condizioni
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iniziali y( 1), y( 2), . . . ,y( N ), che rappresentano la storia passata del sistema necessaria
a calcolare l'uscita presente e futura.

L'espressione complessiva di y(n) è data dalla somma di due componenti, chiamate
rispettivamente soluzione omogenea yH (n) e soluzione particolare yP(n):

y(n) = yH (n) + yP(n).

La soluzione omogenea viene ricavata dall'omonima equazione in cui si considera
l'ingresso x(n) nullo, cioè

N

å
k= 0

aky(n  k) = 0

e in cui si assume che la soluzione sia in forma esponenziale, vale a dire

yH (n) = l n.

Sostituendo yH (n) nella (1.10), si ottiene l'equazione polinomiale

N

å
k= 0

akl
n k = l n N ( l N + a1l N  1 + � � � + aN  1l + aN ) = 0.

Il polinomio tra parentesi è chiamato polinomio caratteristicoe ha N radici (eventualmente
complesse) l 1, . . . ,l N , alcune delle quali possono avere anche molteplicità maggiore di
uno1. Assumendo che le radici siano tutte distinte, la soluzione de ll'equazione omogenea
diventa quindi:

yH (n) = c1l n
1 + � � � + cN l n

N ,

dove c1, . . . ,cN sono coef�cienti che vengono determinati dalle condizioni in iziali date per
il sistema e dal segnale d'ingresso x(n).

La soluzione particolare yP(n) deve soddisfare l'equazione generale (1.10) per uno spe-
ci�co segnale d'ingresso x(n) con n � 0. Per trovare la soluzione particolare normalmente
si ipotizza che essa abbia la stessa forma del segnale d'ingressox(n), cioè se quest'ultimo
è un'esponenziale, si assume che la soluzione particolare sia anch'essa esponenziale; se
x(n) è sinusoidale si assume che ancheyP(n) sia sinusoidale, ecc. Si procede sostituendo la
soluzione ipotizzata nell'equazione generale e si determina no così le costanti moltiplicative
o additive che la compongono. L'esempio che segue chiarisce meglio questa procedura.

Una domanda naturale che si presenta a questo punto è come calcolare la risposta
all'impulso h(n) di un sistema ricorsivo a partire dall'equazione alle differen ze che lo ca-
ratterizza, cioè quando l'ingresso x(n) = d(n). Deriviamo questo risultato a partire da un
esempio relativo all'equazione del primo ordine:

y(n) = ay(n  1) + x(n),

con condizione iniziale y( 1). Per ricavare la forma esplicita dell'uscita a partire da que lla
implicita espressa nell'equazione alle differenze per n � 0, sostituiamo ricorsivamente

1Nel caso in cui vi sia una radice l i con molteplicità m, si somma alla soluzione omogenea il termine
c1l n

i + c2nl n
i + c3n2l n

i + � � � + cmnm 1l n
i .
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nell'equazione data �no a ottenere il termine generale:

y(0) = ay( 1) + x(0)

y(1) = ay(0) + x(1) = a2y( 1) + ax(0) + x(1)

y(2) = ay(1) + x(2) = a3y( 1) + a2x(0) + ax(1) + x(2)

. . .

y(n) = ay(n  1) + x(n) = an+ 1y( 1) +
n

å
k= 0

akx(n  k).

Se assumiamo la condizione iniziale nulla y( 1) = 0, intendendo per essa che il sistema è
in condizione “rilassata” e privo di “stato” per tempi inferi ori a zero e poniamo l'ingresso
x(n) = d(n) allora

y(n) =
n

å
k= 0

and(n  k) = an, n � 0

nella quale il segnale d'ingresso (qui l'impulso) appare in una somma di convoluzione con
la risposta all'impulso che pertanto risulta essere:

h(n) = anu(n).

Nel caso generale di un'equazione alle differenze arbitraria per sistemi LTI, la risposta
del sistema è espressa dalla somma di convoluzione

y(n) =
n

å
k= 0

h(n)x(n  k), n � 0

che vale y(n) = h(n) quando x(n) = d(n). E poiché la risposta complessiva del sistema è
data dalla somma della soluzione dell'equazione omogenea e di quella particolare, c'è da
chiedersi quale sia la soluzione particolare quando l'ingress o è proprio l'impulso unitario.
A tale domanda è facile rispondere dicendo che essa è nulla perché x(n) per n > 0, lascian-
do intuire che la risposta complessiva è solamente quella dell'equazione omogenea, per la
quale si ricavano i parametri c1, . . . ,cN ponendo le condizioni iniziali a zero.

Concludiamo questa sezione sui sistemi LTI causali a tempo discreto mostrando sotto
quali condizioni i suddetti sistemi sono stabili secondo la s tabilità BIBO, de�nita nella
sezione precedente.

Per quanto mostrato sopra, la risposta all'impulso del sistema descritto da un'equazione
alle differenze è:

h(n) =
N

å
k= 1

ckl
n
k

coincidente con la soluzione dell'equazione omogenea quando le condizioni iniziali sono
nulle.

Ora, la stabilità BIBO richiede che la risposta all'impulso h(n) sia assolutamente
sommabile, che per un sistema causale implica:

¥

å
n= 0

jh(n)j =
¥

å
n= 0

�
�
�
�
�

N

å
k= 1

ckl
n
k

�
�
�
�
�

�
N

å
k= 1

jckj
¥

å
n= 0

j l kjn < + ¥ .

Si deduce che il sistema è stabile se e solo se le radici dell'equazione caratteristica sono in
modulo inferiori a uno, cioè:

j l kj < 1, k = 1, 2, . . . ,N.
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L'esempio seguente mostra tutte questi risultati assieme.

Esempio 1.4.1.

Determinare la risposta del sistema descritto dall'equazi one alle differenze al secondo
ordine:

y(n) + 0, 5y(n  1)  0, 24y(n  2) = x(n), n � 0

quando l'ingresso è l'impulso x(n) = d(n) e quando x(n) = an, con a > 0.

Soluzione Dalla sostituzione di yH (n) = l n nell'equazione otteniamo il polinomio
caratteristico:

l 2 + 0, 5l  0, 24.

Uguagliando il polinomio a zero si ricavano le radici reali l 1 =  0, 8 e l 2 = 0, 3
e sostituendo nell'equazione omogenea associata si ottiene la forma generale della
soluzione:

yH (n) = c1l n
1 + c2l n

2 = c1( 0, 8)n + c2(0, 3)n.

Se l'ingresso è l'impulso d(n) e le condizioni iniziali sono nulle, per n = 0 e n = 1
dall'equazione data si ricava:

y(0) = 1

y(1) =  0, 5y(0) =  0, 5.

D'altro lato, valutando negli stessi tempi n = 0 e n = 1 la soluzione yH (n) ed
imponendo l'uguaglianza delle due equazioni sia ha il siste ma:

1 = yH (0) = c1 + c2

 0, 5 = yH (1) = c1( 0, 8) + c2(0, 3)

le cui soluzioni sono c1 = 8
11 e c2 = 3

11 e pertanto la risposta del sistema all'ingresso
impulsivo è

h(n) = yH (n) =
8
11

( 0, 8)n +
3
11

(0, 3)n.

Si può osservare che il sistema è stabile poiché soddisfa le condizioni per la stabilità
BIBO, ossia j l 1j = 0, 8 < 1 e j l 2j = 0, 3 < 1.

Se l'ingresso è invece il segnale esponenzialex(n) = an, allora dobbiamo calcolare
anche la soluzione particolare che in questo caso è suppostaessere della stessa forma
dell'ingresso:

yP(n) = c3anu(n).

Dopo la sostituzione nell'equazione otteniamo:

c3an + 0, 5c3an 1  0, 24c3an 2 = an,

che determina il parametro c3 = a2

a2+ 0,5a 0,24.

Concludiamo scrivendo la risposta complessiva del sistema quando l'ingresso è il
segnale esponenzialeanu(n):

y(n) =
8
11

( 0, 8)n +
3
11

(0, 3)n +
an+ 2

a2 + 0, 5a  0, 24
, n � 0.

Il seguente programma Matlab illustra l'uso della primitiva  !"#$% per calcolare l'uscita
di un sistema descritto da equazioni alle differenze, in Figur a 1.29 è riportato l'output del
programma.
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Matlab

 !"#$%& ''( ) ' &%*"+,

 -.+/ 0 1.+/

 2.+/ 0 .345/6+ 7 1.+/

 8.+/ 0 ) 3458.+)9/ : -.+/

 

; 0 <9=> ? 0 <9 )345=>

+ 0 )93@A3>

* 0 *,#$?.)93BA3B3/>

2 0 !"#$,%.;B?B*/>

- 0 1.)93BA3B3/>

8 0 !"#$,%.;B?B-/>

C1;D#&$.EBEB9/> C$,F.+B*BG!G/> $"$#,.G'FD1#C& HI*,#$?.+/JG/

C1;D#&$.EBEBE/> C$,F.+B2BG!G/> $"$#,.G("CD&C$? ?##GG"FD1#C& H2.+/JG/

C1;D#&$.EBEBA/> C$,F.+B-BG!G/> $"$#,.GK%?*"+& H1.+/JG/

C1;D#&$.EBEBL/> C$,F.+B8BG!G/> $"$#,.G("CD&C$? ?# M%?*"+& H8.+/JG/
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Figura 1.29 Risposta di un sistema descritto da un'equazione alle differen ze del I
ordine.

Realizzazione di Sistemi Digitali mediante Diagrammi a Blocchi

La trattazione di sistemi LTI a tempo discreto ci ha condotto al lo studio di sistemi caratte-
rizzati da equazioni alle differenze nel dominio del tempo. La forma stessa della relazione
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ingresso-uscita di tali sistemi suggerisce un modo (o algoritm o) pratico per la loro imple-
mentazione che passa attraverso la realizzazione di strutture o reti basate su tre sistemi
fondamentali: il sistema sommatore, il sistema moltiplicat ore e il ritardo unitario, la cui
illustrazione mediante diagrammi a blocchi è data in Figura 1.30.

y(n)

x2(n)

x1(n)

y(n)x(n)

(a)

y(n) = x1(n) + x2(n)

(b)

y(n) = ax(n)

(c)

y(n)x(n)

y(n) = x(n  1)

a
z 1

Figura 1.30 (a) Sistema sommatore. (b) Moltiplicatore per costante. (c) Ritardo unitario.

Il sistema sommatoreesegue la somma di due segnali e ne restituisce la loro somma ad
gni istante di tempo. Si osservi che non occorre memorizzare nessun campione relativo
alle sequenze da sommare e per questo viene dettosenza momoria.

Il sistema moltiplicatore per costanteeffettua la riscalatura di un segnale in ingresso
moltiplicando ogni campione per una costante data. Anch'esso è senza memoria.

In�ne, il sistema ritardo unitario è uno speciale sistema che ritarda di un campione il
segnale che lo attraversa. Infatti il campione x(n  1) viene memorizzato al tempo n  1,
prelevato dalla memoria al tempo n e quindi restituito in uscita.

Esempio 1.4.2.

Realizzare mediante i diagramma a blocchi sopra introdotti il sistema LTI descritto
dalla seguente equazione alle differenze:

y(n) = 0, 7y(n  1) + 2x(n)  3, 5x(n  1), (1.11)

dove x(n) e y(n) sono, rispettivamente, l'ingresso e l'uscita del sistema.

I diagrammi dei sistemi mostrati in Figura 1.30 consentono d i de�nire la struttura inter-
na del sistema complessivo. Come si nota dalla Figura 1.31, la prima parte della com-
posizione si occupa di realizzare la somma dei due ingressi x(n) e x(n  1) moltiplicate
per i coef�cienti dati. La seconda parte si occupa della somm a dell'uscita ritardata di
un campione, e moltiplicata per la costante, con gli ingress i appena combinati.

0.7

y(n)x(n)

 3.5

2

z 1

z 1

Figura 1.31 Realizzazione di un sistema LTI con diagrammi a blocchi.
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Se vogliamo astrarre rispetto alla realizzazione (vedere il sistema come una “scato-
la nera”), possiamo guardare lo speci�co sistema come “quello ” che realizza il rapporto
ingresso-uscita dell'equazione (1.11) e trascurare il modo col quale è stato realizzato. Tut-
tavia, questo atteggiamento nasconde di fatto il problema p iù generale di progetto ef�-
ciente di reti per la realizzazione di sistemi digitali LTI ri corsivi. Vogliamo qui introdurre
due strutture di base per la realizzazione di sistemi siffatti e discuterne brevemente le
differenze.

La prima struttura introdotta è la cosiddetta forma diretta I, ed è quella che generalizza
l'Esempio 1.4.2 per equazioni della forma

y(n) =  
N

å
k= 1

aky(n  k) +
M

å
k= 0

bkx(n  k). (1.12)

Essa può essere vista come la cascata di un sistema non ricorsivo

w(n) =
M

å
k= 0

bkx(n  k)

e uno ricorsivo

y(n) =  
N

å
k= 1

aky(n  k) + w(n).

In Figura 1.32 è illustrata la struttura in forma diretta I com posta da M + N ritardi, M + N
somme e M + N + 1 moltiplicazioni.

z 1

z 1

z 1

z 1

z 1

y(n)x(n)

 aN

z 1

 aN  1

 a2

 a1

bM

bM  1

b2

b1

b0

Figura 1.32 Struttura in forma diretta I che realizza un sistema LTI descri tto da
un'equazione alle differenze.

È stato mostrato (Sezione 1.3.4) che se invertiamo l'ordine in una cascata, il sistema LTI
risultante non cambia, come mostra il seguente esempio.
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Esempio 1.4.3.

Riprendimo il sistema ricorsivo dell'Esempio 1.4.2 in cui l 'uscita è data dall'equazione
al prim'ordine:

y(n) = 0, 7y(n  1) + 2x(n)  3, 5x(n  1).

Se intercambiamo il sistema ricorsivo e quello non ricorsiv o (applicando la proprietà
vista in Sezione 1.3.4), otteniamo una struttura alternati va più “compatta”, in cui i due
ritardi si riducono a uno solo, come mostra la Figura 1.33. Inf atti, se si considerano le
equazioni ai nodi sommatori si ottiene:

w(n) = x(n) + 0, 7w(n  1)

y(n) = 2w(n)  3, 5w(n  1).

z 1

x(n) y(n)

w(n  1)

2

0, 7  3, 5

w(n)

Figura 1.33 Diagrammi a blocchi con ritardi “compattati”.

L'Esempio 1.4.3 mostra un algoritmo alternativo per la realizza zione della (1.12): una
struttura in cui i due ritardi distinti per x(n  k) e y(n  k) della forma I collassano in uno
solo, come illustrato nella Figura 1.34 (per il caso N = M + 1).

z 1

z 1

z 1

w(n) b0

b1

b2

bM

w(n  1)

w(n  2)

w(n  M )

w(n  N ) aN

 aN  1

 a2

 a1

x(n) y(n)

Figura 1.34 Struttura in forma diretta II che realizza un sistema LTI descr itto da
un'equazione alle differenze.
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La struttura che ottimizza il numero di ritardi è la cosiddetta forma diretta II, più ef-
�ciente della forma I a causa del risparmio di memoria e per que sto molto utile nelle
applicazioni pratiche. Generalizzando l'esempio preceden te, questa struttura è una cascata
di un sistema ricorsivo

w(n) =  
N

å
k= 1

akw(n  k) + x(n)

e uno non ricorsivo

y(n) =
M

å
k= 0

bkw(n  k).

Un caso particolare lo si ottiene quando l'insieme di parametr i della componente re-
troattiva del sistema a1 = a2 = � � � = aN = 0, dando origine a una relazione ingresso-uscita
di un sistema lineare tempo-invariante FIR

y(n) =
M

å
k= 0

bkx(n  k),

in cui la risposta all'impulso h(k) coincide con i parametri bk, per k = 0, . . . ,M .

Problemi

P 1.1 Dati i segnali di Figura 1.35,

(b)(a)

3

 1

 3

1

0

 1

0t t

1

2

 2 4

f (t)f (t)

Figura 1.35 Segnali a supporto �nito.

disegnare le trasformazioni:

4f (t)  2, 2f (t) + 2, 2f (2t) + 2,  4f (t) + 2.

P 1.2 Dato il segnale

f (t) = 3u(t + 3)  u(t)  3u(t  3)  5u(t  6),

calcolare e disegnare il segnale f ( 3t  6).

P 1.3 Si consideri l'impulso triangolare di Figura 1.4.1(a)

1. Dare la funzione matematica per questa forma d'onda.

2. Scrivere la funzione matematica per l'onda triangolare di Figura 1.4.1(b) sfrut-
tando il risultato precedente.
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2

0

f (t)

(b)

 2  1 t1 2

2

0

(a)

 1 t21

f1(t)

Figura 1.36 Impulso triangolare.

P 1.4 Calcolare il valore di Z + ¥

 ¥
10d(at  b) cos2(t  2)dt,

dove a è un reale positivo.

P 1.5 Dato il sistema retroazionato riportato in Figura 1.37, ricava re la relazione tra ingresso

+

•

Sensore

ImpiantoControllore

y(t)x(t) S1 S2

S3

Figura 1.37 Sistema reazionato.

x(t) e uscita y(t) sulla base delle trasformazioni dovute ai sistemi S1, S2 e S3.

P 1.6 Calcolare l'integrale di convoluzione delle seguenti coppi e di funzioni:

1. x(t) = e2tu( t), h(t) = u(t  3)

2. x(t) =

8
>><

>>:

t + 1 0 � t < 1

2  t 1 � t � 2

0 altrimenti

, h(t) = 2d(t + 1) + d(t + 2).

P 1.7 Considerare il circuito integratore illustrato nell'Esempio 1.3.4 con risposta all'impul-
so h(t) = u(t).

Mediante l'integrale di convoluzione calcolare la risposta del sistema per i seguenti
segnali di ingresso:

1. u(t) 2. u(t  3)

3. (t + 1)u(t + 1) 4. e5tu(t).
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P 1.8 Si supponga che il sistema S abbia risposta all'impulso h(t) = rect(t). Disegnare il
diagramma della risposta al segnale in ingresso riportato in Figura 1.4.1.

t0

2

f (t)

2 4 6

P 1.9 Si consideri il sistema ritardo ideale:

g(t) = f (t  t0).

Dire se il sistema è lineare, tempo-invariante, causale e stabile.

P 1.10 Si considerino i seguenti sistemi:

1. g(t) = ef (t) , 2. g(t) = et f (t) .

Dire se sono lineari e tempo-invarianti.

P 1.11 Determinare la stabilità e la causalità dei sistemi LTI aventi le seguenti funzioni come
risposta all'impulso:

1. h(t) = e tu(t  1) 2. h(t) = etu( t + 1)

3. h(t) = e tu( t  1) 4. h(t) = et sin(5t)u( t)

5. h(t) = et cos(t  1)u(t  1) 6. h(t) = et cos(t + 1)u(t + 1).

P 1.12 Dato il sistema LTI con output

g(t) =
Z t

 ¥
e 2(t x) f (x  1)dx.

1. Trovare la risposta all'impulso del sistema, quando cioè f (t) = d(t).

2. Determinare se il sistema è stabile.

3. Determinare se il sistema è causale.

Considerare ora il sistema

g(t) =
Z + ¥

 ¥
e 2(t x) f (x  1)dx.

1. Trovare la risposta all'impulso del sistema, quando cioè f (t) = d(t).

2. Determinare se il sistema è stabile.

3. Determinare se il sistema è causale.

P 1.13 Un sistema LTI ha risposta all'impulso

h(t) = u(t + 1)  u(t  1).



1.4. Sistemi LTI Causali a Tempo Discreto 43

1. Determinare se il sistema è stabile.

2. Determinare se il sistema è causale.

3. Trovare la risposta del sistema quando l'ingresso è f (t) = d(t  1)  2d(t + 1).

P 1.14 Stabilire se valgono le proprietà di linearità, tempo-invari anza, causalità e stabilità
del sistema avente la seguente relazione ingresso-uscita:

y(t) = sin 2t x(t).

P 1.15 Calcolare analiticamente e disegnare gra�camente la convoluzione y(n) dei segnali

x(t) =

(
0, 3n, 0 � n � 5

0, altrimenti
, h(t) =

(
1,  2 � n � 2

0, altrimenti
.

P 1.16 Calcolare la convoluzione y(n) dei segnali

x(t) =

(
an,  2 � n � 5

0, altrimenti
, h(t) =

(
2, 0 � n � 4

0, altrimenti
.

P 1.17 Determinare la risposta y(n), n � 0, del sistema descritto dall'equazione del secondo
ordine

y(n)  4y(n  1) + 4y(n  2) = x(n)  x(n  1),

quando l'input è x(n) = (  1)n e le condizioni iniziali y( 1) = y( 2) = 0.

P 1.18 Stabilire se valgono le proprietà di linearità, tempo-invar ianza, causalità per i seguenti
sistemi:

1. y(n) = jx(n)j 2. y(n) =
5x(n  1) + 2x(n  1)

(n  3)

3. y(n) =  x(n  1) + 2x(n)  x(n + 1) 4. y(n) = e
n
2 x(n)

5. y(n) =
6

Õ
k= 0

x(n  k) 6. y(n) = x(n)u(n)

6. y(n) =
1
2

(x(2n) + x(2n + 1) 8. y(n) =
+ ¥

å
k=  ¥

x(k)d(k  n + 2).

P 1.19 Calcolare e illustrare gra�camente la risposta al gradino un itario del sistema

y(n) =
1
M

M

å
k= 0

x(n  k).




